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Аннотация
В результате многолетних исследований в гармоническом анализе Фурье был выделен
класс линейных интегральных операторов Кальдерона–Зигмунда, ограниченных в про-
странствах 𝐿𝑝 на R𝑑 с мерой Лебега при 1 < 𝑝 < ∞. Б. Макенхаутом были найдены
условия на вес, необходимые и достаточные для ограниченности операторов Кальдерона–
Зигмунда в пространствах 𝐿𝑝 с одним весом. Они теперь известны как 𝐴𝑝-условия Макен-
хаута. Г.Х. Харди и Дж.И. Литлвудом (𝑑 = 1) и С.Л. Соболевым (𝑑 > 1) была доказана
(𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченность потенциала Рисса 𝐼𝛼 при 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝛼 = 𝑑
(︁
1
𝑝 − 1𝑞
)︁
. Б. Ма-
кенхаут и Р.Л. Виден нашли 𝐴𝑝,𝑞-условие на вес для одновесовой (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченности
потенциала Рисса. Важным обобщением потенциала Рисса стал потенциал Данкля–Рисса,
определенный С. Тангавелу и Ю. Шу в евклидовом пространстве с мерой Данкля. Для
потенциала Данкля–Рисса нами была доказана (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченность с двумя ради-
альными кусочно-степенными весами. В настоящей работе мы определяем 𝐴𝑝 и 𝐴𝑝,𝑞-
условия Макенхаута для весов в R𝑑 с мерой Данкля и выясняем, когда они выполняются
для кусочно-степенных весов. Полученные результаты показывают, что условия (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-
ограниченности потенциала Данкля–Рисса с одним кусочно-степенным весом могут быть
охарактеризованы с помощью 𝐴𝑝,𝑞-условия. Это позволяет предположить, что условия
(𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-ограниченности потенциала Данкля–Рисса с одним произвольным весом могут
также быть записаны с помощью 𝐴𝑝,𝑞-условия.
Ключевые слова: весовая функция, условия Макенхаута, кусочно-степенной вес, мера
Данкля, потенциал Данкля–Рисса.
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Abstract
As a result of many years of research in the Fourier harmonic analysis, a class of linear
integral Calderon–Sigmund operators was defined that are bounded in the spaces 𝐿𝑝 on R𝑑
with the Lebesgue measure for 1 < 𝑝 < ∞. B. Muckenhoupt found conditions on weight that
are necessary and sufficient for the boundedness of the Calderon–Zygmund operators in 𝐿𝑝-
spaces with one weight. They are now known as the Muckenhoupt 𝐴𝑝-conditions. G.H. Hardy
and J.E. Littlewood (𝑑 = 1) and S.L. Sobolev (𝑑 > 1) proved (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-boundedness of the Riesz
potential 𝐼 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 for 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝛼 = 𝑑
(︁
1
𝑝 − 1𝑞
)︁
. B. Muckenhoupt and R.L. Wheeden
found 𝐴𝑝,𝑞-weight condition for one weight (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-boundedness of the Riesz potential. An
important generalization of the Riesz potential has become the Dunkl–Riesz potential defined
by S. Thangavelu and Yu. Xu in Euclidean space with the Dunkl measure. For the Dunkl–
Riesz potential, we proved (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-boundedness with two radial piecewise-power weights. In
this paper, we define the Muckenhoupt 𝐴𝑝 and 𝐴𝑝,𝑞-conditions for weights in Euclidean space
with the Dunkl measure and find out when they are satisfied for piecewise-power weights. The
obtained results show that the conditions of (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-boundedness of the Dunkl–Riesz potential
with one piecewise-power weight can be characterized using the 𝐴𝑝,𝑞-condition. This suggests
that the conditions of (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-boundedness of the Dunkl–Riesz potential with one arbitrary
weight can also be written using the 𝐴𝑝,𝑞-condition.
Keywords: weighted function, Muckenhoupt conditions, piecewise-power weight, Dunkl
measure, Dunkl–Riesz potential.
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1. Введение
Пусть R𝑑 — действительное 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным произведением
(𝑥, 𝑦) и нормой |𝑥| =√︀(𝑥, 𝑥), S𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1}— евклидова сфера, 𝐿𝑝(R𝑑), 1 ≤ 𝑝 <∞,
— пространства Лебега с нормой ‖𝑓‖𝑝 =
(︀∫︀
R𝑑 |𝑓 |𝑝 𝑑𝑥
)︀1/𝑝
<∞.
Мы будем писать 𝑀 . 𝑁 , если 𝑀 ≤ 𝐶𝑁 с константой 𝐶 > 0, зависящей толь-
ко от несущественных параметров, и 𝑀 ≍ 𝑁 , если 𝑀 . 𝑁 и 𝑁 . 𝑀 . Как обыч-
но, для 𝑝 > 1 𝑝′ = 𝑝𝑝−1 — сопряженный гёльдеров показатель, 𝜒𝐸(𝑥) — характеристи-
ческая функция множества 𝐸 ⊂ R𝑑, 𝐵 — произвольный замкнутый евклидов шар вида
𝐵(𝑥0, 𝑅) = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥 − 𝑥0| 6 𝑅}, 𝑄 — произвольный замкнутый куб со сторонами, па-
раллельными осям координат, 𝑄(𝑥0, 𝑅) =
∏︀𝑑
𝑗=1[𝑥0𝑗 −𝑅, 𝑥0𝑗 +𝑅].
В гармоническом анализе Фурье важное место занимают исследования ограниченности
линейных интегральных операторов в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑). В результате этих исследова-
ний был выделен класс сингулярных интегральных операторов Кальдерона–Зигмунда (класс
CZSIO), для которых ограниченность имеет место при 1 < 𝑝 < ∞ (см. [1, Chapter 4], [2,
Chapter 8]). Доказательство этого факта в значительной степени основано на ограниченности
в 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 <∞, максимальной функции Харди–Литтлвуда 𝑀𝑓 .
В дальнейшем ограниченность интегральных операторов исследовалась в пространствах
𝐿𝑝(R𝑑) с весом. Весом 𝑤 называют локально интегрируемую функцию в R𝑑, принимающую
значения в интервале (0,∞) почти всюду. В 1972 году Б. Макенхаут [3] доказал, что однове-
совое неравенство
‖𝑤𝑀𝑓‖𝑝 . ‖𝑤𝑓‖𝑝, 1 < 𝑝 <∞,
справедливо тогда и только тогда, когда для веса 𝜔 = 𝑤𝑝 выполнено следующее условие:
sup
𝑄
(︁ 1
|𝑄|
∫︁
𝑄
𝜔 𝑑𝑥
)︁(︁ 1
|𝑄|
∫︁
𝑄
𝜔
− 1
𝑝−1 𝑑𝑥
)︁𝑝−1
<∞,
где |𝑄| — мера Лебега куба 𝑄. Это условие известно теперь как 𝐴𝑝-условие Макенхаута. 𝐴𝑝-
условие оказалось необходимым и достаточным и для весовой ограниченности в 𝐿𝑝(R𝑑) опе-
раторов из класса CZSIO [2, Chapter 9].
Потенциал Рисса или дробный интеграл
𝐼𝛼𝑓(𝑥) =
∫︁
R𝑑
𝑓(𝑦)|𝑥− 𝑦|𝛼−𝑑 𝑑𝑦, 0 < 𝛼 < 𝑑,
не является ограниченным оператором в 𝐿𝑝(R𝑑). Г.Х. Харди и Дж.И. Литтлвуд [5] (𝑑 = 1) и
С.Л. Соболев [6] (𝑑 > 1) показали, что этот положительный оператор ограничен из 𝐿𝑝(R𝑑)
в 𝐿𝑞(R𝑑) при 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ и 𝛼 = 𝑑
(︁
1
𝑝 − 1𝑞
)︁
. В 1974 году Б. Макенхаут и Р.Л. Виден [4]
доказали, что при 1 < 𝑝 < 𝑞 <∞ и 𝛼 = 𝑑
(︁
1
𝑝 − 1𝑞
)︁
одновесовое неравенство
‖𝑤𝐼𝛼𝑓‖𝑞 . ‖𝑤𝑓‖𝑝
справедливо тогда и только тогда, когда для веса 𝜔 = 𝑤𝑞 выполнено так называемое 𝐴𝑝,𝑞-
условие:
sup
𝑄
(︁ 1
|𝑄|
∫︁
𝑄
𝜔 𝑑𝑥
)︁(︁ 1
|𝑄|
∫︁
𝑄
𝜔
− 𝑝′
𝑞 𝑑𝑥
)︁ 𝑞
𝑝′
<∞.
Отметим, что условия 𝐴𝑝,𝑝 и 𝐴𝑝 совпадают.
Пусть 𝑆 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑚} ⊂ S𝑑−1 — множество различных единичных векторов, функция
𝑘 : 𝑆 → R+, степенной вес типа Данкля 𝑣𝑘(𝑥) =
∏︀𝑚
𝑗=1 |(𝑎𝑗 , 𝑥)|𝑘𝑗 , где 𝑘𝑗 = 𝑘(𝑎𝑗). Класси-
ческий вес Данкля получается в том случае, когда 𝑆 является системой корней, а функ-
ция 𝑘 инвариантна относительно конечной группы отражений, порожденной отражениями
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𝜎𝑎𝑥 = 𝑥 − 2(𝑎, 𝑥)𝑎, 𝑎 ∈ 𝑆. Евклидово пространство R𝑑 с мерой Данкля 𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥
допускает содержательный гармонический анализ Данкля (см. [7]). Используя его, С. Тан-
гавелу и Ю. Шу [8] определили потенциал Данкля–Рисса 𝐼𝑘𝛼𝑓 . В [9, 10, 11] для потенци-
ала Данкля–Рисса 𝐼𝑘𝛼𝑓 мы доказали весовые (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-неравенства с двумя степенными или
кусочно-степенными весами. Отметим, что по сравнению с этими работами, мы опускаем в
весе Данкля несущественную здесь константу Макдональда–Мета–Сельберга.
Настоящая работа посвящена изучению 𝐴𝑝 и 𝐴𝑝,𝑞-условий для радиальных кусочно-
степенных весов в R𝑑 с мерой Данкля и анализу их роли в весовых (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-неравенствах
для потенциала Данкля–Рисса. В разделе 2 получены порядковые оценки меры Данкля ша-
ров и кубов и условия удвоения для радиальных кусочно-степенных весов в пространстве с
мерой Данкля. В разделе 3 для них исследуются 𝐴𝑝 и 𝐴𝑝,𝑞-условия.
2. Условия удвоения для кусочно-степенных весов в простран-
стве R𝑑 с мерой Данкля
Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑑, 𝑥 = |𝑥|𝑥′, 𝑦 = |𝑦|𝑦′, 𝑥′, 𝑦′ ∈ S𝑑−1, 𝑑(𝑥′, 𝑦′) = arccos (𝑥′, 𝑦′) — геодезическое
расстояние на S𝑑−1, ̃︀𝐵(𝑥′0, 𝑟) = {𝑥′ ∈ S𝑑−1 : 𝑑(𝑥′0, 𝑥′) 6 𝜃} — сферическая шапочка с центром в
𝑥′0 и радиусом 𝜃 ∈ (0, 𝜋), |𝐸|𝑑𝜇𝑘 =
∫︀
𝐸 𝑑𝜇𝑘 — мера Данкля множества 𝐸 ⊂ R𝑑, 𝑤(𝑥) — весовая
функция в R𝑑, |𝐸|𝑑𝜇𝑘,𝑤 =
∫︀
𝐸 𝑤 𝑑𝜇𝑘, 𝑑𝑘 = 𝑑+
∑︀𝑚
𝑗=1 𝑘𝑗 — обобщенная размерность пространства
R𝑑 с мерой Данкля.
Теорема 1. Для всех 𝑥0 ∈ R𝑑, 𝑅 > 0
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 ≍ 𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 (1)
с константами, не зависящими от 𝑥0 и 𝑅.
Доказательство. Рассмотрим два случая |𝑥0| > 3𝑅 и |𝑥0| 6 3𝑅.
Пусть сначала |𝑥0| > 3𝑅. Имеем
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 =
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑑𝜇𝑘 = 𝑐𝑑
∫︁ |𝑥0|+𝑅
|𝑥0|−𝑅
𝑟𝑑𝑘−1
∫︁
S𝑑−1
𝜒𝐵(𝑥0,𝑅)(𝑟𝑥
′)𝑣𝑘(𝑥′) 𝑑𝜎(𝑥′) 𝑑𝑟
= 𝑐𝑑
∫︁ |𝑥0|+𝑅
|𝑥0|−𝑅
𝑟𝑑𝑘−1
∫︁
̃︀𝐵(𝑥′0,𝜃(𝑟)) 𝑣𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎(𝑥′) 𝑑𝑟, (2)
где 𝑐𝑑 > 0. Из соотношений |𝑥| = 𝑟, |𝑥|2 + |𝑥0|2 − 2|𝑥||𝑥0|(𝑥′0, 𝑥′) = 𝑅2 выводим:
cos 𝜃(𝑟) =
|𝑥0|2 + 𝑟2 −𝑅2
2𝑟|𝑥0| ,
sin 𝜃(𝑟) =
√︀
(|𝑥0|+ 𝑟 +𝑅)(|𝑥0|+ 𝑟 −𝑅)(|𝑥0|+𝑅− 𝑟)(𝑅+ 𝑟 − |𝑥0|)
2𝑟|𝑥0| ,
sin 𝜃(𝑟) 6 𝑅|𝑥0| , 𝜃(𝑟) 6
𝜋𝑅
2|𝑥0| <
2𝑅
|𝑥0| .
(3)
Положим
𝐴 =
{︁
𝑗 ∈ [1,𝑚] : |(𝑎𝑗 , 𝑥′0)| <
3𝑅
|𝑥0|
}︁
, 𝐵 =
{︁
𝑗 ∈ [1,𝑚] : |(𝑎𝑗 , 𝑥′0)| >
3𝑅
|𝑥0|
}︁
.
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Пусть 𝑥′ ∈ ̃︀𝐵(𝑥′0, 𝜃(𝑟)). Согласно (3)
||(𝑎𝑗 , 𝑥′)| − |(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|| 6 |cos 𝑑(𝑎𝑗 , 𝑥′)− cos 𝑑(𝑎𝑗 , 𝑥′0)| 6 𝑑(𝑥′, 𝑥′0) 6 𝜃(𝑟) <
2𝑅
|𝑥0| ,
поэтому ∏︁
𝑗∈𝐴
|(𝑎𝑗 , 𝑥′)|𝑘𝑗 6
∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 5𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗
,
∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′)|𝑘𝑗 ≍
∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗 . (4)
Применяя (2), (4), получим∫︁
̃︀𝐵(𝑥′0,𝜃(𝑟)) 𝑣𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎(𝑥′) .
∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
∫︁
̃︀𝐵(𝑥′0,𝜃(𝑟)) 𝑑𝜎(𝑥
′)
.
∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗 (𝜃(𝑟))𝑑−1
.
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
и
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 .
∫︁ |𝑥0|+𝑅
|𝑥0|−𝑅
𝑟𝑑𝑘−1 𝑑𝑟
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
. 𝑅𝑑
∏︁
𝑗∈𝐴
𝑅𝑘𝑗
∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|𝑘𝑗 . 𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 .
Оценка сверху в (1) при |𝑥0| > 3𝑅 доказана.
Получим оценку снизу. В [13, Lemma 5.5] доказано, что для некоторого 𝜀 ∈ (0, 1/2), не
зависящего от 𝑥0 и 𝑅, и 𝑦′0 ∈ ̃︀𝐵(𝑥′0, 𝜃(𝑟)/2)̃︀𝐵(𝑦′0, 𝜀𝜃(𝑟)) ⊂ ̃︀𝐵(𝑥′0, 𝜃(𝑟)) и |(𝑎𝑗 , 𝑥′)| > 𝜀𝜃(𝑟) для 𝑥′ ∈ ̃︀𝐵(𝑦′0, 𝜀𝜃(𝑟)), 𝑗 ∈ 𝐴.
Отсюда и из (4)
𝑣𝑘(𝑥
′) &
∏︁
𝑗∈𝐴
(𝜃(𝑟))𝑘𝑗
∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗 , 𝑥′ ∈ ̃︀𝐵(𝑦′0, 𝜀𝜃(𝑟)).
Если 𝑟 ∈ [|𝑥0| −𝑅/2, |𝑥0|+𝑅/2], то из (3) 𝜃(𝑟) & 𝑅|𝑥0| , следовательно∫︁
̃︀𝐵(𝑥′0,𝜃(𝑟)) 𝑣𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎(𝑥′) &
∫︁
̃︀𝐵(𝑦′0,𝜀𝜃(𝑟)) 𝑣𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎(𝑥′)
&
∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
∫︁
̃︀𝐵(𝑦′0,𝜀𝜃(𝑟)) 𝑑𝜎(𝑥
′)
&
∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗 (𝜃(𝑟))𝑑−1
&
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
и
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 &
∫︁ |𝑥0|+𝑅/2
|𝑥0|−𝑅/2
𝑟𝑑𝑘−1 𝑑𝑟
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
& 𝑅𝑑
∏︁
𝑗∈𝐴
𝑅𝑘𝑗
∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|𝑘𝑗 & 𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 .
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Оценка снизу и в целом соотношение (1) при |𝑥0| > 3𝑅 доказано.
Пусть теперь |𝑥0| 6 3𝑅. В этом случае
𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 ≍ 𝑅𝑑𝑘 ≍ |𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 .
Если |𝑥0| 6 𝑅/2, то 𝐵(0, 𝑅/2) ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑅) ⊂ 𝐵(0, 3𝑅/2) и
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 ≍ 𝑅𝑑𝑘 .
Если 𝑅/2 6 |𝑥0| 6 3𝑅, то 𝐵(𝑥0, 𝑅/6) ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑅) ⊂ 𝐵(0, 4𝑅). Следовательно,
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 6 |𝐵(0, 4𝑅)|𝑑𝜇𝑘 . 𝑅𝑑𝑘 .
Если ̃︀𝑅 = 𝑅/6, то |𝑥0| > 3 ̃︀𝑅. Случай шара 𝐵(𝑥0, ̃︀𝑅) уже был рассмотрен. Он дает
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 > |𝐵(𝑥0, 𝑅/6)|𝑑𝜇𝑘 & 𝑅𝑑𝑘 .
Теорема 1 доказана. 
Следствие 1. Мера Данкля удовлетворяет условию удвоения:
|𝐵(𝑥0, 2𝑅)|𝑑𝜇𝑘 . |𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 .
Так как пространство (R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) однородно, то следствие 1 также вытекает из [12, Chapter
1].
Вложения 𝐵(𝑥0, 𝑅) ⊂ 𝑄(𝑥0, 𝑅) ⊂ 𝐵(𝑥0,
√
𝑑𝑅) дают
Следствие 2. Имеем
|𝑄(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 ≍ 𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗
и
|𝑄(𝑥0, 2𝑅)|𝑑𝜇𝑘 . |𝑄(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 .
Рассмотрим случай радиального кусочно-степенного веса. Для 𝑥 ∈ R𝑑, 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2) ∈ R2 он
имеет вид
𝑢𝛾(𝑥) = |𝑥|𝛾1𝜒𝐵1(𝑥) + |𝑥|𝛾2𝜒𝐵𝑐1(𝑥) = 𝑢0𝛾(|𝑥|),
где 𝐵1 = 𝐵(0, 1), 𝐵𝑐1 = R𝑑 ∖ 𝐵(0, 1), а 𝑢0𝛾(𝑟) = 𝑟𝛾1𝜒[0,1](𝑟) + 𝑟𝛾2𝜒(1,∞)(𝑟). При 𝛾 = 𝛾1 = 𝛾2
получаем степенной вес 𝑢𝛾(𝑥) = |𝑥|𝛾 .
Из требования локальной интегрируемости весовой функции 𝑢𝛾(𝑥) вытекает необходимое
условие
𝛾1 > −𝑑𝑘.
Будем предполагать, что оно выполнено.
Нас интересуют оценки меры
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 =
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘.
Отметим, что для кусочно-степенных весов справедливы следующие легко проверяемые
свойства:
𝑐1(𝜆)𝑢𝛾(𝑥) 6 𝑢𝛾(𝜆𝑥) 6 𝑐2(𝜆)𝑢𝛾(𝑥), 𝜆 > 0,
𝑢𝛾(𝑥)𝑢𝛽(𝑥) = 𝑢𝛾+𝛽(𝑥), (𝑢𝛾(𝑥))
𝑠 = 𝑢𝑠𝛾(𝑥), 𝑠 ∈ R.
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Теорема 2. Если 𝑥0 ∈ R𝑑, 𝑅 > 0, 𝛾1, 𝛾2 > −𝑑𝑘, то
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍ 𝑢0𝛾(|𝑥0|+𝑅)𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 .
Доказательство. Из доказательства теоремы 1 вытекают следующие оценки. Если
|𝑥0| > 3𝑅, то
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 .
∫︁ |𝑥0|+𝑅
|𝑥0|−𝑅
𝑟𝑑𝑘−1𝑢0𝛾(𝑟) 𝑑𝑟
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
. 𝑢0𝛾(|𝑥0|)𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 ,
и
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 &
∫︁ |𝑥0|+𝑅/2
|𝑥0|−𝑅/2
𝑟𝑑𝑘−1𝑢0𝛾(𝑟) 𝑑𝑟
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑑−1∏︁
𝑗∈𝐴
(︁ 𝑅
|𝑥0|
)︁𝑘𝑗 ∏︁
𝑗∈𝐵
|(𝑎𝑗 , 𝑥′0)|𝑘𝑗
& 𝑢0𝛾(|𝑥0|)𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 ,
поэтому
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍ 𝑢0𝛾(|𝑥0|)𝑅𝑑
𝑚∏︁
𝑗=1
(|(𝑎𝑗 , 𝑥0)|+𝑅)𝑘𝑗 .
Если |𝑥0| 6 𝑅/2, то с учетом условий 𝛾1, 𝛾2 > −𝑑𝑘
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 6 |𝐵(0, 3𝑅/2)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 .
∫︁ 3𝑅/2
0
𝑟𝑑𝑘−1𝑢0𝛾(𝑟) 𝑑𝑟 . 𝑢0𝛾(𝑅)𝑅𝑑𝑘
и
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 > |𝐵(0, 𝑅/2)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 &
∫︁ 𝑅/2
0
𝑟𝑑𝑘−1𝑢0𝛾(𝑟) 𝑑𝑟 & 𝑢0𝛾(𝑅)𝑅𝑑𝑘 ,
поэтому
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍ 𝑢0𝛾(𝑅)𝑅𝑑𝑘 .
Если 𝑅/2 6 |𝑥0| 6 3𝑅, то аналогично |𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍ 𝑢0𝛾(𝑅)𝑅𝑑𝑘 . Теорема 2 доказана. 
Пусть 𝑤 — весовая функция. Будем говорить, что пара (𝑤, 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет условию
удвоения, если для всех 𝑥0 ∈ R𝑑 и 𝑅 > 0
|𝐵(𝑥0, 2𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑤 . |𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑤
с константой, не зависящей от 𝑥0 и 𝑅.
Следствие 3. Если 𝛾1, 𝛾2 > −𝑑𝑘, то пара (𝑢𝛾 , 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет условию удвоения.
Замечание 1. Если 𝑅 > 1, 𝛾1 > −𝑑𝑘, a 𝛾2 6 −𝑑𝑘, то
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 = 𝑐𝑑,𝑘
∫︁ 𝑅
0
𝑟𝑑𝑘−1𝑢0𝛾(𝑟) 𝑑𝑟
= 𝑐𝑑,𝑘
∫︁ 𝑅
0
{𝑟𝛾1+𝑑𝑘−1𝜒[0,1](𝑟) + 𝑟𝛾2+𝑑𝑘−1𝜒(1,∞)(𝑟)} 𝑑𝑟
≍
{︃
1, 𝛾2 + 𝑑𝑘 < 0,
ln (𝑅+ 1), 𝛾2 + 𝑑𝑘 = 0.
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3. Условия Макенхаута для кусочно-степенных
весов в пространстве R𝑑 с мерой Данкля
Пусть 1 6 𝑝 <∞, 𝐵 — евклидовы шары. Будем говорить, что пара (𝑤, 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет
𝐴𝑝-условию Макенхаута ((𝑤, 𝑑𝜇𝑘) ∈ 𝐴𝑝), если
sup
𝐵
{︁(︁ 1
|𝐵|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵
𝑤 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵
𝑤
− 1
𝑝−1 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1}︁
<∞, 1 < 𝑝 <∞,
и
sup
𝐵
{︁(︁ 1
|𝐵|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵
𝑤 𝑑𝜇𝑘
)︁
vrai sup
𝐵
(𝑤−1)
}︁
<∞, 𝑝 = 1.
Теорема 3. Пара (𝑢𝛾 , 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет 𝐴𝑝-условию Макенхаута тогда и только то-
гда, когда −𝑑𝑘 < 𝛾1, 𝛾2 < 𝑑𝑘(𝑝− 1) при 1 < 𝑝 <∞ и −𝑑𝑘 < 𝛾1, 𝛾2 6 0 при 𝑝 = 1.
Доказательство. Необходимость. Из условий локальной интегрируемости весов 𝑢𝛾 ,
𝑢− 𝛾
𝑝−1
при 1 < 𝑝 < ∞ вытекают необходимые условия −𝑑𝑘 < 𝛾1 < 𝑑𝑘(𝑝 − 1). При 𝑝 = 1
они имеют вид −𝑑𝑘 < 𝛾1 6 0.
Если 𝛾2 + 𝑑𝑘 6 0 и 1 < 𝑝 < ∞, то − 𝛾2𝑝−1 + 𝑑𝑘 > 0. Отсюда, применяя (6) и теоремы 1 и 2,
для 𝑅 > 1 получим
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍
{︃
1, 𝛾2 + 𝑑𝑘 < 0,
ln (𝑅+ 1), 𝛾2 + 𝑑𝑘 = 0,
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘 ≍ 𝑅𝑑𝑘 , |𝐵(0, 𝑅)|
𝑑𝜇𝑘,(𝑢𝛾)
− 1𝑝−1
≍ 𝑅−
𝛾2
𝑝−1+𝑑𝑘 .
Следовательно,
sup
𝑅>1
{︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢
− 1
𝑝−1
𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1}︁
≍ sup
𝑅>1
{︃
𝑅−𝛾2−𝑑𝑘 , 𝛾2 + 𝑑𝑘 < 0,
ln (𝑅+ 1), 𝛾2 + 𝑑𝑘 = 0
=∞.
При 𝑝 = 1 аналогично
sup
𝑅>1
{︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁
vrai sup
𝐵(0,𝑅)
(𝑢−1𝛾 )
}︁
≍ sup
𝑅>1
{︃
𝑅−𝛾2−𝑑𝑘 , 𝛾2 + 𝑑𝑘 < 0,
ln (𝑅+ 1), 𝛾2 + 𝑑𝑘 = 0
=∞.
Необходимость условия 𝛾2 + 𝑑𝑘 > 0 при 1 6 𝑝 <∞ доказана.
Если 𝛾2 > 𝑑𝑘(𝑝 − 1) и 1 < 𝑝 < ∞, то 𝛾2 + 𝑑𝑘 > 0. Отсюда, применяя (6) и теоремы 1 и 2,
для 𝑅 > 1 получим |𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘,𝑢𝛾 ≍ 𝑅𝛾2 ,
|𝐵(0, 𝑅)|
𝑑𝜇𝑘,(𝑢𝛾)
− 1𝑝−1
≍
{︃
1, 𝛾2 > 𝑑𝑘(𝑝− 1),
ln (𝑅+ 1), 𝛾2 = 𝑑𝑘(𝑝− 1).
Следовательно,
sup
𝑅>1
{︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢
− 1
𝑝−1
𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1}︁
≍ sup
𝑅>1
{︃
𝑅𝛾2−𝑑𝑘(𝑝−1), 𝛾2 > 𝑑𝑘(𝑝− 1),
ln𝑝−1(𝑅+ 1), 𝛾2 = 𝑑𝑘(𝑝− 1)
=∞.
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Необходимость условия 𝛾2 < 𝑑𝑘(𝑝− 1) при 1 < 𝑝 <∞ доказана. Остается рассмотреть случай
𝑝 = 1 и 𝛾2 > 0:
sup
𝑅>1
{︁(︁ 1
|𝐵(0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁
vrai sup
𝐵(0,𝑅)
(𝑢−1𝛾 )
}︁
≍ sup
𝑅>1
𝑅𝛾2 =∞.
Необходимость условия 𝛾2 6 0 при 𝑝 = 1 также доказана.
Достаточность. Пусть 𝑝 > 1, −𝑑𝑘 < 𝛾1, 𝛾2 < 𝑑𝑘(𝑝− 1). Согласно (5)
𝐽𝑝 =
(︁ 1
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢
− 1
𝑝−1
𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1
=
(︁ 1
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢− 𝛾
𝑝−1
𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1
.
Применяя теоремы 1 и 2 и свойство (5) получим
𝐽𝑝 ≍ 𝑢𝛾(|𝑥0|+𝑅)(𝑢− 𝛾
𝑝−1
(|𝑥0|+𝑅))𝑝−1 = 𝑢𝛾(|𝑥0|+𝑅)𝑢−𝛾(|𝑥0|+𝑅) = 1.
Если 𝑝 = 1 и −𝑑𝑘 < 𝛾1, 𝛾2 6 0, то
vrai sup
𝐵
(𝑢−1𝛾 ) = lim
𝑝→1+0
(︁ 1
|𝐵(𝑥0, 𝑅)|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵(𝑥0,𝑅)
𝑢
− 1
𝑝−1
𝛾 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑝−1 ≍ 𝑢−𝛾(|𝑥0|+𝑅).
Следовательно, 𝐽1 ≍ 𝑢𝛾(|𝑥0|+𝑅)𝑢−𝛾(|𝑥0|+𝑅) = 1. Теорема 3 полностью доказана. .
Пусть 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Будем говорить, что пара (𝑤, 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет 𝐴𝑝,𝑞-условию
Макенхаута ((𝑤, 𝑑𝜇𝑘) ∈ 𝐴𝑝,𝑞), если
sup
𝐵
{︁(︁ 1
|𝐵|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵
𝑤 𝑑𝜇𝑘
)︁(︁ 1
|𝐵|𝑑𝜇𝑘
∫︁
𝐵
𝑤
− 𝑝′
𝑞 𝑑𝜇𝑘
)︁𝑞/𝑝′}︁
<∞.
Аналогично теореме 3 доказывается следующая теорема.
Теорема 4. Пусть 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Пара (𝑢𝛾 , 𝑑𝜇𝑘) удовлетворяет 𝐴𝑝,𝑞-условию Макен-
хаута тогда и только тогда, когда −𝑑𝑘 < 𝛾1, 𝛾2 < 𝑞𝑝′𝑑𝑘.
Замечание 2. В определениях 𝐴𝑝 и 𝐴𝑝,𝑞-условий Макенхаута шары 𝐵 можно заменить
на кубы 𝑄 и условия на весовые функции в теоремах 3, 4 останутся те же самые.
4. Заключение
Рассмотрим задачу о (𝐿𝑝, 𝐿𝑞)-неравенстве для потенциала Данкля–Рисса с одним весом 𝑤:
‖𝑤𝐼𝑘𝛼𝑓‖(𝐿𝑞 ,𝑑𝜇𝑘) . ‖𝑤𝑓‖(𝐿𝑝,𝑑𝜇𝑘). (7)
В [11] установлено, что неравенство (7) выполняется для кусочно-степенного веса 𝑤 = 𝑢−𝛾 и
1 < 𝑝 < 𝑞 <∞ тогда и только тогда, когда выполнены условия
𝛼 = 𝑑𝑘
(︁1
𝑝
− 1
𝑞
)︁
, −𝑑𝑘
𝑝′
< 𝛾1, 𝛾2 <
𝑑𝑘
𝑞
. (8)
С учетом теоремы 4 условия (8) эквивалентны следующим
𝛼 = 𝑑𝑘
(︁1
𝑝
− 1
𝑞
)︁
и (𝑢𝑞−𝛾 , 𝑑𝜇𝑘) ∈ 𝐴𝑝,𝑞.
Мы предполагаем, что эти условия являются необходимыми и достаточными для произволь-
ного веса 𝑤.
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